:1'[‘ Roskilde Universitet

Matematisk mo
af cancer

Matematisk modellering af cancer

Der findes mange forskellige typer af cancer, og udviklingen af sygdommen afhaenger af
mange faktorer, blandt andet patientens immunforsvar. Derfor er det vanskeligt at
forudsige forlebet af sygdommen hos den enkelte patient. | denne artikel kommer du til at
here om, hvordan matematisk modellering, specifikt det man kalder for mekanismebaseret
matematisk modellering, kan hjeelpe med at forudsige og forbedre behandlingen og hjeelpe

med udviklingen af nye behandlingsformer.

Pd Roskilde Universitet (RUC) arbejder en gruppe matematikforskere teet sammen med
lzeger om at udvikle modeller, s@ hospitalerne kan tilboyde bedre behandling og for at opné
en bedre forstéelse af den komplekse og dynamiske udvikling, en cancer undergdr.

Matematik skal altsd veere med til at redde liv.
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Figur 1. Data og forudsigelser fra en af de modeller, der arbejdes med pd Roskilde Universitet. Modellen

(fuldt optrukne kurver) sammenlignes med data (prikkerne) for en ubehandlet patient (de ferste 8 ar) samt
for tre patienter (forskellige farver) under behandling med stoffet interferon-. PG 1. aksen vises tiden i ér, og

pad 2. aksen ses brekdelen af cancerceller i blodet.
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Om modellerne

De modeller, forskerne pd Roskilde Universitet arbejder med, modellerer hvordan de forskel-
lige celletyper, vi har i kroppen, stimulerer eller hemmer hinanden. Interaktionerne i modellen
bygger pé kendskab til de underliggende biologiske mekanismer, man kender til, samt data fra

rigtige patienter. Modellerne giver en kvantitativforstdelse af cancervaeksten.

Cancerceller deler sig ofte hurtigere end normale celler. Men modelarbejdet viser, at det er alt
for forsimplet af sige, at cancerceller vinder over sunde celler, blot fordi de deler sig oftere. Det
er nemlig ikke blot de sunde celler og cancercellerne, der konkurrerer. Modellerne viser, at im-
munforsvaret ogsd spiller afgerende ind. Den viden giver leegerne mulighed for at teenke i nye

behandlingsformer. Et eksempel pd sammenligning af modellen og data findes pé figur 1.

Akfuelt underseger matematikerne, hvordan forskellige behandlingsformer reducerer antallet
af cancerceller ved kemoterapi, immunterapi, vaccination eller forskellige nye kombinationer
af behandlinger. De matematiske modeller analyseres for at afslere, hvilke udviklingsscenarier
der kan forekomme, og under hvilke omstaendigheder scenarierne vil ske. Analyserne eger vo-
res viden om, hvilke fakforer der styrer udviklingen af cancer. En viden, der kan bruges ved
planleegning af fremtidige behandlingsformer. Malet er, at man kan finde den bedste behand-

ling skreeddersyet til den enkelte patient.

NK-celler (Naturlige dreeberceller),
en undergruppe af hvide blodceller

T-celler =
T-lymfocytter,
Hvad er blodcancer? en undergruppe
af hvide blod-
celler
Man taler groft sagt om blodcancer hvis:
e  Derersket genetiske mutationeristamcellerne og - £
e  Denmuterede stamcelle udkonkurrerer de raske stamceller, @ blodceller

det vil sige, at de pd sigt overgdr de raske celletyper i antal

Den preecise biologiske definition af cancer er noget mere teknisk, men Rode

ovenstdende er tilstraekkelig til denne artikel. Blodet dannes i stamceller, blodceller

der findes i knoglemarven. Herfra deler de sig og sender modne blodceller

ud i blodkredslebet. Tiden fra de muterede celler begynder at blive dannet, og

til man ser symptomer, kan veere meget varierende. Det er normalt ferst, nar der er et meget
forhejet antal modne cancerceller i blodet, at sygdommen opdages. For eksempel kan et forhe-

jet antal blodplader fore til blodpropper.

Modne cancerceller er typisk ikke-funktionelle og kan altsd ikke udfere den opgave, den raske
celletype udferer. Cancerstamceller opferer sig pd mange mdder som raske celler, f.eks. produ-
cerer cancerstamceller nye cancerceller og der ligesom normale celler. Men som fer naevnt de-

ler cancerstamcellerne sig ofte hyppigere end de raske celler og der sjzeldnere.

UNDERVISNINGSPAKKE |  MATEMATISK MODELLERING AF CANCER

B-celler = B-lymfocytter,
en undergruppe af hvide
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Bloddannende
stamceller

Neutrofile celler = den sterste

undergruppe af
hvide blodceller
(leukocytter)

) [

Eosinofile celler, en
undergruppe af hvide
blodceller

Makrofager

Faktaboks. Bloddannende stamceller:

I kroppen findes de bloddannende
stamceller i knoglemarven. De deler sig

til alle de forskellige typer celler, vi har i
blodet, og en del af dem er vigtige akterer
iimmunsystemet (se figuren ovenfor).
Hver kubikmillimeter blod indeholder

ca. 5-10¢ rede blodceller og 7-10° hvide
blodceller. Hvert sekund producerer de
bloddannende stamceller 1-10 millioner
nye modne celler, svarende til ca. 100
milliarder nye celler per degn, som sendes
ud i blodkredslebet.

Basofile celler, en
undergruppe af hvide
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Eksponentiel cellevaekst

S leenge feetheden af cancerstamceller ikke er for stor, kan man forvente, at de vokser ek-
sponentielt. Som eksempel kan vi sige, at hver celle deler sig til fo nye celler én gang i deg-
net.1sd fald vil celletallet efter 1 degn blive 2'=2 gange startcelletallet, efter 2 degn blive
22=4 gange startcelletallet og efter 3 degn 23=8 gange startcelletallet. Generelt bliver celle-
tallet efter t degn, 2' gange startcelletallet. Den tid, der generelt gdr, fer celletallet fordobles,
kaldes for fordoblingstiden. Hvis vi i stedet for at regne i degn, regner i timer og fordob-
lingstiden nu kun er T=12 timer, sé vil antallet af cancerceller efter ¢t timer veere givet ved

212 gange antallet af celler ved start.

Eksempel 1: Beregning af celleveekst

Udtrykket C(t) = C,2™ beskriver celletallet for en cancer som funktion af tiden ¢, hvor ¢, be-
tegner celletallet til tiden ¢=0, fordoblingskonstanten ern = 1/T og fordoblingstiden er T. |
dette eksempel er startcelletallet 3000 ved t=0 og fordoblingstiden 12 timer. Derfor fds:

Co = 3000,n = é[ﬂmer’l] 0g C(t) = 3000 - 2/12, hvor t mdles i timer. Fordoblingstiden T =

1/12 = 0,083 tfimer.

Det er i evrigt praktisk og helt almindeligt at udtrykke vaeksten ved hjzelp af den naturlige

eksponentialfunktion pd formen: €(t) = Cyexp(kt) hvor k = n - In(2) og fordoblingstiden er
T =122
k

27t = exp (ln (Z%t)) = exp (% t- ln(Z)) =exp (1"(2) . t). Seettes k = @fﬁr ViT = @

T

Eksempel 2: Tyktarmskreeft

Tid Forsegs- Forsegs- Forsegs- Forsegs-
(timer) reekke 1 raekke 2 reekke 3 reekke 4
(celletal) (celletal) (celletal) (celletal)

Cancerceller af en bestemt type (CLD-1) er udtaget pd en patient for at blive dyrket i labo-

ratoriet under kontrollerede omsteendigheder. Der er udfert fire forsegsraekker, hvor start-

celletallene (til tiden 0) er forskellige, og der mdles en gang hvert degn over 4 degn. | hver 0 | 1654223 | 1190280 | 160167,0 | 1836135

forsegsraekke filferes lobende naering mm. fil cellerne og cellerne forventes at kunne vokse
. 24 | 2196285 | 249123,0 | 125821,5 | 177660,0
uhaemmet, mens antallet mdles.

48 | 4337061 | 3682550 | 4098783 | 394274,6
| dette eksempel underseger vi forsegsraekke 1: For at teste, om celletallene felger en ek-

sponentiel udvikling, kan man plofte de transformerede data (¢, In(C(t))), hvor t er fiden 72 | 484508,0 | 542430,0 | 504462,0 | 665574,0

maltitimer, og C er celletallet. (¢, In(C(t)))-grafens punkter forventes med tilnsermelse at
86 11775750 | 966189,0 | 8668380 | 890526,0

ligge pd en ret linje, hvis hypotesen er sand. Dette kan indses ved felgende omskrivning,

Tabel 1. Cancercelletal mélt til forskellige tidspunkter i

C(t) = C, - exp(kt) & ln(C(t)) = In(C, - exp(kt)) = In(C,) + In(exp(kt)) = In(C,) + kt. laboratoriet. Der er fire forsegsraekker:

som viser, at vaeksten er eksponentiel, og In(C(t)) vil vaere en lineger funktion aft.
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Vi kan bestemme hzldningskoefficienten k og konstanten In(C,) (og dermed C,) ved lineser

Celletal

C(t) = 1.481- 10%exp(0,0209¢) og fordoblingstiden bliver T = 33.16 timer.

12

x10°

regression. Med linezer regression fas k = 0,0209 [fimer'] og In C, = 11.9104. Dermed bliver
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Model

O In-Data
In-Model

In(Celletal)

10 20 30 40 50 60
Tid [Timer]

70

80 90 0 10 20 30 40 50 60 70
Tid [Timer]

Kompartmentmodeller

Den eksponentielle vaekstmodel er en af de simpleste matematiske modeller, vi kender.

80

Men virkeligheden er ofte mere kompleks og kan fx kraeve brug af det, man kalder for kom-

partmentmodeller. En kompartmentmodel beskriver en sterrelse, det kunne vaere antal cel-

ler eller volumenet af vand i en se over tid. Tager vi eksemplet med en so, er sterrelsen volu-

men af seen, mens der bdde leber vand til og fra seen.

I figur 3 ses en oversigt over, hvordan to forskellige kompartmentmodeller konceptuelt kan
opstilles. Som eksempel pd en simpel model kan vi se pé& volumenet af vand i en se. Volu-

menet kan beskrives ved et flow ind og et flow ud af seen, svarende fil figur 3 til venstre. Her

“> A > C

ks\‘ ka/4 / K,

vil differentialkvotienten af sevandets volumen kunne beskrives som den maengde af ster-

relsen, der stremmer Ind per fid minus den maengde af sterrelsen, der stremmer Ud per fid:

Ind — Ud giver et udtryk for veeksthastigheden, og kendes vandstremmene Ind og Ud fil et-

dC—I d—Ud
ac "

hvert tidspunkt, og den vandmaengde der var ved et starttidspunkt, sa kan vi beregne

vandmaengden C i seen til ethvert tidspunkt. Dette kaldes en differentialligning, hvor funkti-

onen C(t) er den ubekendte sterrelse, som seges fundet.
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Figur 2. Samme eksponentielle vaekst plottet pd
linezer og logaritmisk 2.akse

Figur 3. Konceptuel beskrivelse af en kompart-
mentmodel. Kasserne repraesenterer sterrelser,
og pilene repraesenterer det flow, der er, ind og ud
af sterrelsen. Til venstre en simpel model, med én
sterrelse, til hejre en lidt mere kompliceret kom-
partment model, hvor 3 sterrelser er indbyrdes
afheengige.
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Eksempel 3.

Differentialkvotienten af den eksponentielle veekstfunktion C(t) = C,exp(kt) opfylder at

dc(t) _
dat

kC() (1)

til ethvert fidspunkt ¢. | differentialligning (1) beskriver vaeksthastigheden, at sterrelsen C fil
ethvert tidspunkt vokser proportionalt med C. Proportionalitetskonstanten kaldes den rela-
c'®

tive vaeksthastighed (k = Tz))' Den maengde der 'stremmer fil per tidsenhed’ er kC(t), mens

der ikke 'stremmer noget vaek'.

Hammet cellevaekst

Celler harivirkelighedens verden ikke mulighed for at vokse uheemmet. Vaeksten af en cel-
letype vil nemlig blive heemmet, efterhdnden som celletallet bliver storre. Det kan for ek-
sempel skyldes mangel pd nzering, men cellerne udskiller ogsé toksiske stoffer, der heem-
mer vaeksten af andre celler i nserheden. Jo flere celler, der er pd et omréde, jo mere haem-

mes vaeksten. Det kan udtrykkes matematisk ved, at vi erstatter den relative veekstha-

c®
L

stighed k i ligning (1) med funktionsudtrykket r(1 — =), der altsd aftager, nér C (¢t) vokser

og naermer sig L. Man faler om, at veeksten (med en relativ vaeksthastighed r) bliver logi-
stisk (med en baereevne L). P& figur 4 ses en logistisk veekst (blé kurve), som sammenlignes
med den filsvarende eksponentielle vaekst (red kurve). Bemaerk, at de fo typer vaekst felges
tilneermelsesvist ad i starten, for sa at afvige kraftigt fra hinanden senere, nar vaeksten

haemmes.

Mekanismebaseret matematisk modellering

Ovenstéende introduktion til modellering af cancer er kun delvist baseret pd de underlig-
gende mekanismer for at holde matematikken pé et relativt simpelt niveau. Men pd Ros-
kilde Universitet arbejder matematikerne med mere kompliceret mekanismebaseret mate-
matisk modellering aof cancer, og forskningen har iseer haft succes inden for blodcancer. Pa
figur 5 ses det, man kalder for den konceptuelle model for en af de cancermodeller, der er
udviklet af forskerne pd Roskilde Universitet. Den konceptuelle model beskriver de meka-
nismer, der foregar biologisk set og giver et indblik i, hvor kompleks modellen skal veere for
at opfere sig realistisk. En konceptuel model er god at have, ndr man skal bevare overblik-
ket i de sammenhzaenge, der er blandt de forskellige celletyper. Med modellen der viser,
hvordan celletallet for cancer- og raske celler m.m. udvikler sig over tid, far vi en forstéelse
for, hvorfor udviklingen sker p& netop p& denne made. Den konceptuelle model oversaettes

til en matematisk model, som herefter kan analyseres.
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Figur 4. Sammenligning af eksponentiel vaekst
(med veekstrate 0,29 per dér) og logistisk veekst
(med vaekstrate 0,29 per dr og en baereevne pa
L=30 millioner). Begge kurver begynder ved
A=0,15 til tiden O @r.
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Figur 5. P& figuren ses en konceptuel model for
en specifik langsomt udviklende blodcancer.

Her beskriver x0 og y0 antallet af hhv. raske- og
cancerstamceller i knoglemarven, mens x1og y1
beskriver de tilsvarende celletal i blodkredslebet.

I modellen holdes ogsd regnskab med antallet af
dede celler (a) og aktiviteten af immunsystemet
(s). Dette er de seks variable (funktioner af tiden),
der opstilles differentialligninger for i model-

len, og som det ses, pavirker de alle hinanden
gensidigt. Den toksiske effekt, der i den logistiske
vaekstmodel blev repraesenteret af baereevnen,
repraesenteres her af den grenne stiplede linje (er
en aftagende funktion af bdde x0 og y0).

De rede stiplede linjer viser forskellige effekter,
som immunsystemet har, mens det gule lyn er
ydre faktorer, som ogsa pdvirker immunsystemet,
f.eks. rygning. For kompartmentet (kassen) be-
tegnet x0 kan antallet af celler reduceres per tid,
ved at en celle muterer (med rate rm) og bliver
tilen yO celle, ved at den der (med raten dHS) og
bliver til en ded celle (a), eller ved, at den deler
sig (med raten aH) tilmodne celler x1, hvorimod
antallet eges per tid ved at en celle deler sig
(med raten rH) til to nye stamceller.

Bemeerk at den egentlige selvfornyelsesrate

(rH s) haeemmes jo flere stamceller, der er, og at

inflammation eger denne selvfornyelsesrate. Pd

figur 1 sammenlignes modellen med patientdata.
Forskningen og modellerne kaster hele tiden nye spergsmal af sig: Hvorndr skete den ferste

mutation i patienten, og hvilke faktorer var afgerende? Hvordan udvikler sygdommen sig for
den enkelte patient, og hvilken type behandling vil derfor vaere bedst? Skal man behandle tid-

ligt eller sent i forlebet?

Forskerne har allerede svaret pd en del af disse spergsmdl, og arbejder optimistisk videre.
Nogle af resultaterne af forskningen har allerede fert til nye procedurer og behandlingsfor-
mer, som pt. afpreves pd patienter, fx kombinationsbehandlinger og vacciner. Sidelebende
med denne forskning, der fager udgangspunkt i blodcancer, foregdr der ogsa arbejde med at
generalisere modellerne til andre typer af cancer, som eksempelvis brystcancer, tyktarms-

cancer og lungecancer.

Du kan fa enide om, hvordan forskerne bruger matematikken til at redde liv, ved at arbejde

med det tilherende opgaveszet.

P& dirac.ruc.dk/cancitis/reduced/ReducedCancitis finder du en grafisk graensebrugerflade,

hvor du let kan arbejde med en af blodcancer-modellerne og pd dirac.ruc.dk/cancitis/ finder

duforskellige animationer, der viser, hvordan en cancer kan udvikle sig fer, under og efter be-
handling. Her intfroduceres ogsd kort faserumskonceptet for de, der vil tage hul pd den mere

avancerede matematiske del af medelleringsforskningen.

Abent Hus

Uddannelse Karriere
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Du kan leese Mathematics pda Roskilde Universitet

Hvis du synes, at emnet her er spaendende, kan Naturvidenskabelig Bachelor veere noget for dig. P4 Naturvidenskabelig Bachelor kan du fx

leese Mathematics i kombination med Molecular Biology eller Medicinalbiologi. Kandidatuddannelsen Mathematical Bioscience kan mdaske
0gsd have din interesse.

Abent Hus Uddannelse Karriere
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